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Продемонстровано техніку застосування модернізованого методу усереднених характеристик на 

прикладі кубічно-нелінійної теорії плазмово-пучкових супергетеродинних лазерів на вільних елект-

ронах (СЛВЕ) Н-убітронного типу з гвинтовими електронними пучками. Використовуючи цю техніку 

отримано систему вкорочених диференційних рівнянь для амплітуд хвиль, які враховують множинні 

параметричні взаємодії гармонік хвилі просторового заряду (ХПЗ). Знайдені рівні насичення. Пока-

зано, що урахування мультигармонічних взаємодій гармонік ХПЗ призводить до зменшення рівня 

насичення сигналу у два та більше разів. Продемонстровано, що плазмово-пучкові СЛВЕ 

Н-убітронного типу з гвинтовими електронними пучками можуть використовуватись як потужні дже-

рела когерентного електромагнітного випромінювання у міліметровому діапазоні довжин хвиль. 
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1. ВСТУП 
 

Ця стаття є продовженням роботи [1], в якій ви-

кладено модернізований метод усереднених харак-

теристик для вирішення задач мультигармонічних 

резонансних взаємодій у пристроях потужнострумо-

вої електроніки. У роботі [1] подані модернізовані 

схеми асимптотичного інтегрування, які є більш про-

стими порівняно з схемами немодернізованого мето-

ду [2, 3]; зроблено висновок, що запропонований ме-

тод є більш ефективним. 

Подана робота має на меті дві задачі. По-перше, у 

роботі на прикладі конкретної задачі продемонстро-

вана техніка застосування модернізованого методу 

усереднених характеристик. По-друге, у цій статті у 

рамках кубічно-нелінійного наближення проведено 

аналіз нелінійної динаміки хвиль у плазмово-

пучковому супергетеродинному лазері на вільних 

електронах (СЛВЕ) Н-убітронного типу  з гвинтовим 

електронним пучком. Увага до СЛВЕ викликана 

тим, що такі пристрої здатні створювати потужне 

когерентне електромагнітне випромінювання у мі-

ліметровому-субміліметровому діапазоні довжин 

хвиль [2-23]. Особливістю СЛВЕ є те, що такі при-

строї мають високі підсилювальні властивості порів-

няно з іншими типами лазерів на вільних електро-

нах (ЛВЕ) завдяки використанню додаткового меха-

нізму підсилення. Як такий механізм у плазмово-

пучкових СЛВЕ використовується плазмово-пучкова 

нестійкість, у двопотокових СЛВЕ – двопотокова не-

стійкість [2, 23, 24]. Такі нестійкості мають винятко-

во високі інкременти зростання. Тому і відповідні 

СЛВЕ також мають високі коефіцієнти підсилення. 

Слід зазначити, що хвилі просторового заряду, які 

підсилюються завдяки плазмово-пучковій або двопо-

токовій нестійкостям характеризуються квазіліній-

ним законом дисперсії [2, 23, 24]. Це призводить до 

збудження великої кількості гармонік ХПЗ, які взає-

модіють між собою. Між такими гармоніками вини-

кають множинні резонансні взаємодії [19]. Тому зада-

чі аналізу нелінійної динаміки у такого типу при-

строях є досить складними. Виникає необхідність по-

шуку нових більш ефективних обчислювальних схем. 

Модернізований метод усереднених характеристик 

відноситься саме до таких нових розрахункових схем.  

В цій статті на основі модернізованого методу 

усереднених характеристик отримано систему дифе-

ренціальних рівнянь для амплітуд хвиль з ураху-

ванням кубічно-нелінійних доданків для плазмово-

пучкового СЛВЕ Н-убітронного типу із гвинтовими 

електронними пучками. Проведено аналіз мульти-

гармонічних взаємодій хвиль. Раніше аналіз проце-

сів у СЛВЕ з гвинтовими електронними пучками 

було проведено лише у наближенні слабкого сигналу 

[21, 22]. У цих роботах було показано, що викорис-

тання гвинтових електронних пучків у плазмово-

пучкових СЛВЕ призводить до збільшення коефіціє-

нта підсилення порівняно з пристроями, у яких еле-

ктронний пучок входить у систему співвісно з фоку-

суючим магнітним полем. Однак рівні насичення, 

вплив на них множинних резонансів та механізми 

насичення знайдені не були. Ці завдання вирішені у 

поданій статті. 

 

2. МОДЕЛЬ ПЛАЗВО-ПУЧКОВОГО СЛВЕ  

Н-УБІТРОННОГО ТИПУ 
 

Схема плазмово-пучкового СЛВЕ Н-убітронного 

типу з гвинтовим електронним пучком подана на 

рис. 1. Електронний релятивістський пучок 2 з лен-

гмюрівською частотою b  проходить крізь плазму 1, 

яка характеризується ленгмюрівською частотою p  

( pb   ). Плазмово-пучкова система розташована у 

поздовжньому фокусуючому магнітному полі з інду-
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кцією 0B . Циклотронна частота обертання електро-

нів у магнітному полі набагато менша за ленгмюрів-

ську частоту плазми ( pH   ). Вектор швидкості 

електронів гвинтового релятивістського пучка bυ  

спрямований під кутом   до осі Z (рис. 1), 

bzb  /tg  , де b  та bz  – його усереднені попе-

речна і поздовжня компоненти. Як накачка викорис-

товується ондулятор 3 з періодично реверсивним 

магнітним полем. Період ондуляції 2/2 k . На 

вхід системи також подаємо електромагнітний сиг-

нал з частотою 1  і хвильовим числом 1k . Як ре-

зультат параметричного резонансу між хвилею сиг-

налу },{ 11 k  та полем ондулятора }{ 2k  в плазмово-

пучковій системі збуджується хвиля просторового 

заряду із частотою першої гармоніки 1,3  і хвильо-

вим числом 1,3k . Частоти та хвильові числа хвиль у 

досліджуваній системі пов'язані між собою умовою 

параметричного резонансу 
 

 11,3   ,  211,3 kkk  . (1) 

 

 
 

Рис. 1 – Схема плазмово-пучкового СЛВЕ Н-убітронного 

типу з гвинтовим електронним пучком  
 

У плазмово-пучковому СЛВЕ використовується 

ефект супергетеродинного підсилення. Його сутність 

полягає у використанні додаткового механізму під-

силення однієї із трьох хвиль, які беруть участь у 

трихвильовому параметричному резонансі. У дослі-

джуваному СЛВЕ як такий механізм використову-

ється плазмово-пучкова нестійкість [2, 23, 24] для 

підсилення хвилі ХПЗ. Саме тому параметри при-

строю вибираємо так, щоб інкремент зростання хвилі 

ХПЗ за рахунок плазмово-пучкової нестійкості був 

максимальним. Відомо, що інкременти зростання 

плазмово-пучкової нестійкості є дуже високі 

[2, 23, 24]. Саме завдяки цьому підсилення суперге-

теродинних ЛВЕ мають значно більші коефіцієнти 

підсилення порівняно з іншими типами ЛВЕ. 

Ще однією з особливостей плазмово-пучкового 

СЛВЕ є те, що хвиля ХПЗ, яка зростає внаслідок 

плазмово-пучковій нестійкості, характеризується 

квазілінійною дисперсійною залежністю [2, 23, 24]: 
 

 bzmmk  /,3,3  , (2) 

 

де індекс «m» – номер гармоніки, mk ,3  та 

mm  1,3,3   – хвильове число і частота m-ї гармоні-

ки відповідно. Таким чином, частоти і хвильові чис-

ла m-х гармонік пропорційні номеру гармоніки m. 

Тому між гармоніками хвилі просторового заряду 

виникає велика кількість трихвильових параметри-

чних резонансів 
 

 3,32,31,3 mmm   , 3,32,31,3 mmm kkk  , (3) 

 

де 1m , 2m , 3m  – номера гармонік. Враховуючи 

(2), вирази (3) зводяться до співвідношення  
 

 321 mmm  . (4) 

 

Зауважимо, 1m , 2m , 3m  є цілими числами. Тому 

умова (4) може бути виконана багатьма способами, 

наприклад, 112  , 123   і т. д. Такі трихвильові 

взаємодії призводять до збудження вищих гармонік 

ХПЗ. Також зазначимо, що врахування таких резо-

нансних взаємодій є досить не простою задачею у 

побудові кубічно-нелінійної теорії плазмово-

пучкових СЛВЕ. Модернізований метод усереднених 

характеристик дозволяє вирішувати задачі такого 

типу. Далі при аналізі динаміки хвиль у СЛВЕ бу-

демо враховувати множинні трихвильові резонансні 

взаємодії гармонік ХПЗ, що задовольняють умові (3). 

 

3. СИСТЕМА КУБІЧНО-НЕЛІНІЙНИХ  

ВКОРОЧЕНИХ РІВНЯНЬ ДЛЯ  

КОМПЛЕКСНИХ АМПЛІТУД ХВИЛЬ  
 

Електричні E  та магнітні B  компоненти полів 

електромагнітного сигналу (індекс «1») та Н-

убітронної накачки (індекс «2») у досліджуваному 

плазмово-пучковому СЛВЕ вважаємо монохромати-

чними 
 

   ..1

111 cceEE
ip

yyxx  eeE ,  

   ..1

111 cceBB
ip

yyxx  eeB , (5) 

   ..2

222 cceBB
ip

yyxx  eeB , 

 

де zktp     ( 2,1 ; 02  ).  

Як було сказано вище, ХПЗ характеризується 

квазілінійною дисперсійною залежністю. Це призво-

дить до збудження вищих гармонік ХПЗ. Тому на-

пруженість електричного поля хвилі ХПЗ має муль-

тигармонічний характер 
 

   z

N

m

ip

mz cceE m eE 



1

,33 ..,3 , (6) 

 

де zktmp mm ,31,3,3    – фаза m -ї гармоніки; N  – 

кількість гармонік ХПЗ, яку приймаємо до уваги для 

вирішення задачі. Результуючі електричні й магніт-

ні поля в робочому об'ємі досліджуваного СЛВЕ ма-

ють вигляд  
 

 31 EEE  ,   021 BBBB  .  (7) 

 

Як вихідні рівняння для чисельного аналізу ви-

користовуємо релятивістське квазігідродинамічне 
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рівняння [2, 23, 24], рівняння неперервності та рів-

няння Максвелла. Пошук розв’язку розбиваємо фо-

рмально на три незалежні етапи: 1) знаходження 

розв’язку задачі руху електронів плазми та реляти-

вістського електронного пучка за відомими електро-

магнітними полями; 2) розв’язування рівняння не-

перервності, приймаючи швидкості за відомі; 3) 

розв’язок задачі збудження електромагнітних полів, 

вважаючи швидкості та концентрації частинок відо-

мими функціями. 

Задачу руху та неперервності розв’язуємо за до-

помогою модернізованого методу усереднених харак-

теристик [1], задачу збудження електромагнітного 

поля – за допомогою методу повільно змінних амплі-

туд [2, 23, 24]. При цьому враховуємо особливості 

множинних параметрично-резонансних взаємодій 

(1), (3).  

Розв’язування задачі руху. Розглянемо випадок, 

коли розкидом електронів за швидкостями та їх зіт-

кненнями можна знехтувати. Для знаходження 

розв’язку задачі руху відповідно до модернізованого 

методу усереднених характеристик [1] проводимо 

перехід до характеристик квазігідродинамічного 

рівняння. Доповнюємо систему рівняннями для 

швидких фаз. Вважаємо, що амплітуди хвиль пові-

льно змінюються з часом t. Для опису такої залежно-

сті вводимо повільний час  /t . Як результат 

отримуємо систему рівнянь у стандартному вигляді 

(співвідношення (32) в роботі [1]): 
 

  



 yqzzqyx

qe

qx
BB

c
E

m

e

dt

d




 1
 

  



 zqzyqyxqx

qx
EEE

c



2

, (8) 

  



 xqzzqxy

qe

qy
BB

c
E

m

e

dt

d




 1
 

  



 zqzyqyxqx

qy
EEE

c



2

, (9) 

  



 xqyyqxz

qe

qz
BB

c
E

m

e

dt

d




 1
 

  



 zqzyqyxqx

zq
EEE

c



2

, (10) 

  qzzqyyqxx

qe

q
EEE

m

e

dt

d





 , 



 1


dt

d
, (11) 

qqz
q

k
dt

dp
,111

,1
  , qqz

q
k

dt

dp
,22

,2
  , (12) 

mqqzm
mq

km
dt

dp
,,3,31,3

,,3
  , (13) 

 















x
bz

yb

bbeb

Hb B
c

Ep
m

e

dt

dp 




0

0 cos  

 00sin by
bz

xb B
c

Ep 














. (14)  

 

В цих рівняннях qx , qy  та qz  – компоненти 

вектора швидкості електронів пучка та плазми (тут і 

далі індекс q  приймає значення b  і p ; індексом b  

характеризуємо параметри пучка, індексом 

p  - параметри плазми); 

2/12222 )/)(1(  cqzqyqxq   – релятивістський фа-

ктор; )/arctg(0 bxbybp   – фаза обертання електро-

нів пучка; 22
bybxb    – поперечна швидкість 

електронів пучка; )/(0 cmeB eH   – циклотронна 

частота обертання електронів у поздовжньому магні-

тному полі; c  – швидкість світла; e  та em  – заряд та 

маса електрона.  

Порівняємо систему (8)-(14) з (32) в [1] і запишемо 

вектор повільних змінних x , вектор-функції X , ве-

ктор швидких фаз ψ  і вектор фазових швидкостей 

Ω  у явному вигляді 
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  obN ppppp ,,...,,, ,31,321ψ , 

  ,,,...,,, ,1,,31,,3,2,1 bNpppp Ω  

 0,,31,,3,2 ,,...,, bNbbb  . 

 

Далі використовуємо описаний в [1] алгоритм 

модернізованого методу усереднених характеристик 

для випадку декількох швидких фаз. Відповідно до 

цього алгоритму переходимо до усереднених змінних  
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Рівняння для усереднених змінних мають вигляд  
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Обмежуємося третім наближенням за /1 . Алго-

ритм знаходження функцій )(nu  і )(nA  відомий 

(співвідношення (35)–(41) [1]). У підсумку отримуємо 
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і так далі. Таким чином, отримуємо як розв’язки для 

осциляторних складових проекцій швидкостей (19), 

так і для їх постійних складових (20). 

Розв’язування рівняння неперервності виконуємо 

аналогічно. Перетворюємо рівняння неперервності 

до стандартного вигляду (співвідношення (32) в [1]). 

Швидкість вважаємо відомою функцією (19), (20) від 

швидких фаз, постійної складової швидкості та пові-

льно змінних амплітуд електричних і магнітних по-

лів. Доповнимо систему рівняннями для швидких 

фаз (12)-(14). У підсумку одержуємо систему у стан-

дартному вигляді 
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Порівняємо систему (21) зі стандартною (співвід-

ношення (32) в [1]) і запишемо вектор повільних 

змінних x , вектор-функції X , вектор швидких фаз 

ψ  і вектор фазових швидкостей Ω  у явному вигляді 

для рівняння неперервності 
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  obN ppppp ,,...,,, ,31,321ψ , (22) 

  ,,,...,,, ,1,,31,,3,2,1 bNpppp Ω  

 0,,31,,3,2 ,,...,, bNbbb  . 

 

Нагадаємо, що тут швидкість вважається відомою 

функцією. Далі використовуємо описаний в [1] алго-

ритм модернізованого методу усереднених характе-

ристик. Відповідно до цього алгоритму переходимо 

до усереднених змінних  
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Рівняння для усередненої концентрації мають 

вигляд  
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Використовуємо алгоритм знаходження )(nu  та 
)(nA , який описаний в [1] (співвідношення (35)-(41)). 

У результаті знаходимо функції /)1(nqu , 2)2( /nqu , 

3)3( /nqu , /)1(nqA , 2)2( /nqA , 3)3( /nqA , які визначають 

розв’язки для концентрації (23), (24) з точністю до 

кубічних доданків за /1 .  

Для отримання розв’язків задачі збудження елек-

тромагнітних полів підставляємо у рівняння Макс-

велла розв’язки для швидкості (19) і концентрації 

(23). Враховуємо, що розв’язки для швидкостей та 

концентрацій парціальних пучків, які отримані з ви-

користанням модернізованого методу усереднених 

характеристик, мають вигляд рядів за малим параме-

тром /1 . Розкладаємо їх також у ряди за гармоніка-

ми швидких фаз. В результаті проведення обчислень 

отримуємо для амплітуд напруженості електричного 

поля електромагнітної хвилі сигналу },{ 11 k  та амп-

літуд гармонік напруженості електричного поля поз-

довжньої хвилі ХПЗ },{ ,3,3 mm k  систему диференціа-

льних рівнянь у кубічно-нелінійному наближенні 
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В цих рівняннях 
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дисперсійні функції електромагнітної хвилі сиг-

налу (26) та поздовжньої хвилі ХПЗ (27); 
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 – функції, які враховують кубічно-нелінійні до-

бавки до відповідних рівнянь.  

Функції (1)

nq
u   (2) 2

nq
u  , (3) 3

nq
u   визначають осци-

ляторні складові концентрації (23) пучка та плазми 

в першому, другому і третьому наближеннях відпо-

відно; (1)

xq
u   (2) 2

xq
u  , (3) 3

xq
u  , (1)

yq
u   (2) 2

yq
u  , 

(3) 3

yq
u  , (1)

zq
u   (2) 2

zq
u  , (3) 3

zq
u   – осциляторні ком-

поненти 1-го, 2-го та 3-го наближень швидкостей x , 

y , z  (19); bz  – середня поздовжня швидкість еле-

ктронів пучка; pz =0 – середня повздовжня швид-

кість електронів плазми; 1,m  – символ Кронекера; 

 




2

0 ,3,3 ))exp((...
2

1
...

,3 mmp dpip
m

, 

2)/(1/1 cqq   . 

Зазначимо, для досліджуваної системи власними 

є циркулярно-поляризовані електромагнітні хвилі, 

зв'язок між амплітудами полів яких має вигляд 

1)/( ,1,11  mxmy iEE , 1)/( ,2,22  mxmy iBB , де 1  

– знакова функція, що характеризує напрямок обер-

тання вектора напруженості електричного поля 

циркулярно-поляризованої хвилі сигналу, 2  – зна-

кова функція, що характеризує напрямок обертання 

спірального магнітного поля накачки. Коефіцієнти 

3K , 3C  характеризують параметрично-резонансну 

взаємодію хвиль в досліджуваній системі у квадра-

тичному наближенні. З аналізу 3C  отримуємо, що 

для реалізації параметричного резонансу у квадра-

тичному наближенні необхідно, щоб електричне по-

ле хвилі сигналу та магнітне поле накачки мали 

однаковий напрямок обертання. Тобто або за годин-

никовою стрілкою ( 11   , 12  ), коли дивитися 

вздовж вектора напруженості магнітного поля, або 

проти годинникової стрілки ( 11  , 12  ). В ін-

шому випадку 3C  буде дорівнювати нулю.  

Коефіцієнти в (25) також залежать від постійних 

складових швидкостей q  та концентрацій qn  пар-

ціальних пучків. Тому систему рівнянь (25) допов-

нюємо рівняннями для постійних складових  
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 врахову-

ють кубічно-нелінійні доданки, які залежать від 

хвильових чисел, частот, амплітуд полів, постійних 

складових швидкостей q  та концентрацій qn . 

Отриману систему кубічно-нелінійних рівнянь 

(25), (28)-(29) аналізуємо чисельно. Ця система рів-

нянь описує нелінійні процеси в плазмово-

пучковому СЛВЕ Н-убітронного типу, дозволяє ви-

значити рівні насичення та інші параметри дослі-

джуваної системи. 

 

4. АНАЛІЗ 
 

Аналіз динаміки хвиль проводимо в плазмово-

пучковому СЛВЕ з наступними параметрами: ленг-

мюрівська частота плазми 12101 p  с – 1, ленгмю-
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рівська частота пучка 9102 b  с – 1, кінетична ене-

ргія пучка 0,51 МеВ, індукція фокусуючого магніт-

ного поля 0,28 Тл, амплітуда першої гармоніки маг-

нітного поля накачки 

01,0|||| 2
1,2

2
1,21,2  yx BBB  Тл. 

Використовуючи дисперсійні співвідношення для 

поперечних 0),( 111 kD   (співвідношення (26)) і поз-

довжніх 0),( 1,31,31,3 kD   (співвідношення (27)) хвиль, 

нескладно визначити частоти і хвильові числа хвиль, 

які беруть участь у параметричному резонансі (1). Як 

показано у роботі [20], трихвильові параметричні вза-

ємодії в СЛВЕ з Н-убітронною накачкою можливі в 

чотирьох різних випадках. Позначимо ці режими че-

рез A , B , C  та D . У режимі B  бере участь високо-

частотна права циркулярно-поляризована електрома-

гнітна хвиля сигналу, якщо дивитися вздовж магніт-

ного поля (1 = – 1), в режимах A , C  і D  – високоча-

стотна ліва циркулярно-поляризована електромагні-

тна хвиля сигналу (1 = + 1). У режимах A , B  та C  

високочастотна електромагнітна хвиля рухається 

вздовж осі Z  (рис 1), у режимі D  – в протилежному 

напрямку. При цьому хвильове число 1,3k  і частоту 

1,3  першої гармоніки ХПЗ вибираємо так, щоб її ін-

кремент зростання внаслідок плазмово-пучкової не-

стійкості мав максимальне значення.  
 

 
 

Рис. 2 – Залежності амплітуди першої гармоніки 

напруженості електричного поля хвилі сигналу 
1E  від 

нормованого часу 
0  t  для режиму взаємодії C , 

 30 . Крива 1 побудована за умови врахування тільки 

перших гармонік хвиль, що взаємодіють; крива 2 враховує 

множинні параметричні резонанси перших десяти 

гармонік ХПЗ  
 

Використовуючи стандартні чисельні методи, про-

аналізуємо динаміку хвиль у плазмово-пучковому 

СЛВЕ за допомогою рівнянь (25), (28), (29).  

З'ясуємо, як впливають множинні трихвильові 

параметричні резонансні взаємодії гармонік ХПЗ на 

динаміку високочастотної електромагнітної хвилі 

сигналу. На рис. 2 подані залежності амплітуди 

першої гармоніки напруженості електричного поля 

хвилі сигналу 2
,1

2
11 |||| yx EEE   від нормованого 

часу 0  t , де 0  інкремент зростання плазмо-

во-пучкової нестійкості для кута вльоту пучка 

 0 . Розрахунки проводились для режиму взає-

модії C ,  30 . На рис. 2 крива 1 подає результат 

розрахунку, коли врахована взаємодія хвиль тільки 

перших гармонік. Крива 2 отримана у результаті 

розрахунків, коли врахований вплив множинних 

трихвильових резонансних взаємодій перших десяти 

гармонік ХПЗ. Порівнюючи криві 1 та 2 на рис. 2 

бачимо, що вплив вищих гармонік ХПЗ приводить 

до зменшення рівня насичення хвилі сигналу більш 

ніж у два рази (крива 2). Це означає, що множинні 

резонансні взаємодії між гармоніками ХПЗ істотно 

впливають на нелінійні процеси в плазмово-

пучкових СЛВЕ. Також відзначимо, що з урахуван-

ням множинних резонансів ХПЗ (рис. 2, крива 2) в 

області насичення напруженість електричного поля 

сигналу досягає значень ~ 0,4 МВ/м за умови достат-

ньо невисокої накачки 01,01,2 B Тл. Довжина хвилі 

сигналу в вакуумі для цього режиму 

9,1/2 11   c  мм. Таким чином, плазмово-

пучковий СЛВЕ може використовуватися як потуж-

не джерело електромагнітного випромінювання в 

міліметровому діапазоні довжин хвиль. Аналогічний 

вплив множинних резонансних взаємодій на рівень 

насичення має місце і в режимах роботи A , B  та 

D . Тому такі взаємодії обов'язково необхідно врахо-

вувати при аналізі динаміки хвиль у плазмово-

пучкових СЛВЕ.  
 

 
 

Рис. 3 – Залежності амплітуди першої гармоніки 

напруженості електричного поля ХПЗ 
zE3  від нормованого 

часу 
0  t  для режиму роботи C ,  30 . Крива 1 

враховує тільки перші гармоніки взаємодіючих хвиль, 

крива 2 враховує множинні параметричні резонанси 

перших десяти гармонік ХПЗ  
 

Далі розглянемо динаміку амплітуд першої гармо-

ніки напруженості електричного поля ХПЗ, що збу-

джується в наслідок трихвильового параметричного 

резонансу (1) у плазмово-пучковій системі. На рис. 3 

подані залежності амплітуд першої гармоніки напру-

женості електричного поля ХПЗ zE3  від нормованого 

часу 0  t  для режиму роботи C  при куті вльоту 

електронного пучка  30 . Тут, крива 1 побудована 

з урахуванням тільки перших гармонік хвиль, що бе-

руть участь у параметричному резонансі, крива 2 вра-

ховує вплив мультигармонічних резонансів перших 10 

гармонік ХПЗ. Рис. 3 показує, що насичення хвилі zE3  

при врахуванні перших десяти гармонік ХПЗ (крива 
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2) зменшується більш ніж у два рази порівняно з кри-

вою 1. Вплив множинних параметричних резонансних 

взаємодій між вищими гармоніками хвилі ХПЗ приз-

водить до зменшення рівня насичення і напруженості 

електричного поля ХПЗ zE3 . Саме через зменшення 

напруженості електричного поля ХПЗ відбувається 

зменшення і амплітуди електричного поля сигналу 

1E  (рис. 2), який пов’язаний з ХПЗ через параметрич-

ну резонансну взаємодію.  
 

 
 

Рис. 4 – Залежності амплітуд гармонік концентрації пучка 

3bn  нормовані на постійну складову концентрації пучка 

bb nn /3  від нормованого часу 
0  t  з урахуванням 

(криві 1-4) і без урахування (крива 5) множинних 

параметричних резонансних взаємодій ХПЗ 
 

На рис. 4 подані залежності амплітуд гармонік 

концентрації пучка 3bn  нормовані на постійну скла-

дову концентрації пучка bb nn /3  від нормованого 

часу τ з урахуванням (криві 1-4) і без урахування 

(крива 5) множинних параметричних взаємодій 

ХПЗ. Крива 1 відповідає першій гармоніці концент-

рації пучка 1,3bn , крива 2 відповідає другій гармоні-

ці 2,3bn , крива 3 відповідає третій гармоніці 3,3bn , 

крива 4 відповідає четвертій гармоніці 4,3bn , крива 5 

відповідає першій гармоніці 1,3bn , розрахунок якої  

проводився без урахування мультигармонічних вза-

ємодій ХПЗ. З рис. 4 випливає, коли не приймати до 

уваги взаємодію вищих гармонік ХПЗ, то насичення 

амплітуди першої гармоніки концентрації пучка 3bn  

відсутнє (крива 5). Тобто саме множинні взаємодії 

вищих гармонік ХПЗ відповідають за якісну динамі-

ку гармонік концентрації пучка. Кардинально змі-

нюється динаміка амплітуд гармонік концентрації 

пучка за умови врахування множинних взаємодій 

вищих гармонік хвилі ХПЗ (криві 1-4). Бачимо, що в 

цьому випадку амплітуди вищих гармонік концент-

рації пучка не тільки мають сумірні значення з ам-

плітудою першої гармоніки, а навіть перевищують її. 

Слід зазначити, що електричне поле хвилі ХПЗ 

створюється як зарядами плазми, так і електронами 

пучка. Як показують дослідження амплітуди вищих 

гармонік концентрації плазми є набагато меншими 

за амплітуду першої гармоніки. Через те, що конце-

нтрація плазми суттєво більша за концентрацію пу-

чка, то саме коливання плазми вносить основний 

вклад  в формування електричного поля ХПЗ. Однак 

не зважаючи на це, коливання електронів пучка при-

зводить до зменшення амплітуди електричного поля 

ХПЗ більш ніж у два рази, а також створює незначні 

осциляції амплітуди першої гармоніки електричного 

поля ХПЗ (крива 2, рис. 3). Таким чином, для прове-

дення аналізу динаміки хвиль у плазмово-пучковому 

СЛВЕ потрібно обов’язково враховувати множинні 

параметричні взаємодії гармонік хвилі ХПЗ. 

Аналізуючи динаміку амплітуди першої гармоні-

ки електричного поля ХПЗ (рис. 3) та динаміку амп-

літуд концентрації пучка (рис. 4) бачимо, що частота 

осциляцій амплітуд концентрації пучка 3bn  в декі-

лька разів більша за частоту осциляцій амплітуди 

електричного поля zE3 . Така ситуація стає можли-

вою за умови захвату електричним полем ХПЗ елек-

тронів пучка [23]. Електрони відбиваються від стінок 

квазіпотенціальної ями, яку утворює електричне 

поле ХПЗ і тому частота осциляцій амплітуди кон-

центрації пучка у декілька разів вища за частоту 

осциляцій електричного поля ХПЗ. Також слід звер-

нути увагу на те, що амплітуда коливань концент-

рації пучка нормованих на його постійну складову в 

умовах насичення приблизно дорівнює одиниці.  Це 

означає, що електронний пучок під час насичення є 

повністю промодульованим, розбитим на згустки. 

Таким чином, насичення підсилення плазмово-

пучкових СЛВЕ Н-убітронного типу з гвинтовими 

електронними пучками відбувається через механізм 

захоплення електронів пучка плазмовою хвилею. 

 

5. ВИСНОВОК 
 

Таким чином, у цій статті продемонстрована тех-

ніка застосування модернізованого методу усередне-

них характеристик [1] на прикладі кубічно-

нелінійної теорії плазмово-пучкових СЛВЕ Н-

убітронного типу з гвинтовими електронними пуч-

ками. Описана методика знаходження й отримання 

системи вкорочених рівнянь для амплітуд хвиль. 

Враховано множинні резонансні взаємодії гармонік 

хвилі ХПЗ.  

Проведено аналіз резонансних взаємодій у дослі-

джуваному СЛВЕ. З'ясовано, що множинні резонан-

сні взаємодії гармонік хвилі просторового заряду 

відіграють істотну роль, зокрема, призводять до зме-

ншення рівня насичення сигналу у два та більше 

разів. Це означає, що для проведення аналізу дина-

міки хвиль у СЛВЕ множинні параметричні взаємо-

дії потрібно обов’язково враховувати.  

Встановлено, що насичення у плазмово-

пучковому СЛВЕ Н-убітронного типу з гвинтовими 

електронними пучками визначається захопленням 

електронів пучка плазмовою хвилею. 

З’ясовано, що рівень насичення у досліджувано-

му СЛВЕ є достатньо високим (амплітуда напруже-

ності електромагнітної хвилі сигналу має значення 

~ 0,4 МВ/м за умови достатньо невисокої накачки 

1,2B   0,01 Тл). Це означає, що плазмово-пучкові 

СЛВЕ Н-убітронного типу з гвинтовими електрон-

ними пучками можуть використовуватись як потуж-

ні джерела когерентного електромагнітного випро-

мінювання в міліметровому діапазоні довжин хвиль.  
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Применение модернизированного метода усредненных характеристик в задачах теории 

плазменно-пучковых супергетеродинных лазеров на свободных электронах  
 

А.В. Лысенко, Г.А. Алексеенко, М.А. Феденко 
 

Сумский государственный университет, ул. Римского-Корсакова, 2, 40007 Сумы, Украина 

 
Продемонстрирована техника применения модернизированного метода усредненных характери-

стик на примере кубически-нелинейной теории плазменно-пучковых супергетеродинных лазеров на 

свободных электронах (СЛСЭ) Н-убитронного типа с винтовыми электронными пучками. Используя 

эту технику, получена система укороченных дифференциальных уравнений для амплитуд волн, ко-

торая учитывает множественные параметрические взаимодействия гармоник волны пространствен-

ного заряда (ВПЗ). Определены уровни насыщения. Показано, что учет мультигармонических взаи-

модействий гармоник ВПЗ приводит к уменьшению уровня насыщения сигнала в два и более раз. 

Продемонстрировано, что плазменно-пучковые СЛСЭ Н-убитронного типа с винтовыми электронны-

ми пучками могут использоваться как мощные источники когерентного электромагнитного излучения 

в миллиметровом диапазоне длин волн. 
 

Ключевые слова: Метод усредненных характеристик, Супергетеродинные лазеры на свободных эле-

ктронах, Плазменно-пучковая неустойчивость, Мультигармонические параметрические резонансы. 

 

Application of the Modernized Method of Averaged Characteristics in Theory Problems of 

Plasma-beam Superheterodyne Free Electron Lasers 
 

A.V. Lysenko, G.A. Oleksiienko, M.O. Fedenko 
 

Sumy State University, 2, Rimsky Korsakov Str., 40007 Sumy, Ukraine  

 
We demonstrate the technique use of the modernized method of averaged characteristics in the cubic-

nonlinear theory of plasma-beam superheterodyne free electron lasers (SFEL) of the H-ubitron type with 

helical electron beams. We obtain the truncated differential equations set for wave amplitudes that take 

into account plural parametric interactions of harmonics of space charge wave (SCW) using this technique. 

The saturation levels have been found. We show that the multiharmonic interactions of SCW harmonics 

result in decreases of the signal saturation two or more times. It was demonstrated that plasma-beam 

SFEL of the H-ubitron type with helical electron beams can be used as powerful sources of coherent elec-

tromagnetic radiation in the millimeter wavelength range. 
 

Keywords: Method of averaged characteristics, Superheterodyne free electron lasers, Plasma-beam 

instability, Multiharmonic parametric resonances. 
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